Textos de apoio

02. Transformacdes geométricas em R*: alguns exemplos

Neste texto serdo apresentados alguns exemplos de transformagoes geométricas em R?. Este texto destina-se a ser
trabalhado da seguinte maneira:

* em relacdo a cada exemplo, deverd tentar modeld-lo no Sketchpad e experimentd-lo em seguida, nomeadamente
modificando as posig¢des iniciais dos elementos que definem a transformacgao e procurando descobrir propriedades da
transformacio em estudo.

Rotacao

Dados trés pontos P, O e Q, o dngulo orientado POQ € o angulo definido pelas semirectas OP e OQ), a que se atribui
além disso um sentido, escolhendo OP para lado-origem do dngulo e OQ para lado-extremidade. Supée-se definido um
sentido positivo (o sentido anti-hordrio, como € habitual) na face do plano em que estd definido o dngulo. Isso permite
definir igualdade (ou congruéncia) de angulos orientados. Se o € um angulo orientado, -0 serd por defini¢do o 4ngulo
orientado obtido a partir de o pela troca dos lados origem e extremidade.(Para facilitar a leitura, na frase anterior
e noutras deste texto usamos por abuso de linguagem a mesma designacdo a para um angulo e para a sua
amplitude)

Dados em R*um ponto O e um angulo orientado 0, chama-se rotagdo de centro O e dngulo o a transformagdo geomé-

trica T que verifica as seguintes condi¢des (sendo A'= T(A), e A um ponto qualquer de R?):
)SeA=0,T(A)=A.A

2)Se A#O,

o ALAOA'=aq;

* ossegmentos OA e OA'sdo iguais. A'=T(4)

A rotagdo inversa de T € a rotacdo de centro O e dngulo -0l

Uma rotagdo em que 0. = 0 (isto €, em que os lados-origem e extremidade coincidem) reduz-se A
a transformacao identidade I.

Por vezes emprega-se a expressdo “rotacdo de amplitude ... graus ou ... radianos” com signifi-

cado 6bvio. Duas rotacdes T e S com o mesmo centro e cujas amplitudes difiram de um multi- 0
plo de 360° sdo idénticas como transformagdes, isto €, para qualquer ponto A de R?, T(A) =

S(A).

Sdo importantes, no estudo da simetria, as rotacdes de amplitude 180°. Por isso tém um nome especial: meia-volta.

Translacao

Dados dois pontos A e B quaisquer de R?, o segmento orientado AB é um segmento de recta AB a que foi atribuido
um sentido (de A para B). Os pontos A e B 530 a origem e a extremidade do segmento orientado AB. Um segmento
orientado possui assim comprimento, direc¢do (a direc¢do da recta AB) e sentido. Dois segmentos orientados sdo equi-
polentes quando tém o mesmo comprimento, a mesma direccdo e o mesmo sentido. Recorde que, dado um segmento
orientado MN, pode-se definir um vector (designado por v, ) considerando

todos os segmentos orientados equipolentes a MN, e que a partir daqui pode- N

mos considerar o comprimento (médulo), direccdo e sentido do vector. ,

Dado um vector v, , chama-se translagio definida pelo vector v, a transfor- A'=T(4)
magio geométrica T que faz corresponder, a um ponto qualquer A de R, 0 M

ponto A= T(A) que € a extremidade do segmento orientado AA’ (equipolente

a MN e tendo A como origem. Esta translagdo também se pode dizer, como & A
natural, definida pelo segmento orientado MN.

Se M coincide com N, a translacdo reduz-se a identidade (todos os pontos sdo invariantes). A translacdo inversa de T é
a translacdo T'-1 definida pelo segmento orientado NM.
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Reflexao

Dada uma recta e do plano R?, chama-se reflexdo de eixo e a transformagdo geométrica T que faz corresponder a um
ponto A qualquer de R? o ponto A= T(A) que verifica a seguinte condi¢do: a mediatriz do segmento AA'€ a recta e.

A reflexdo tem sido tradicionalmente chamada, em portugués, simetria axial. E por isso o ponto A'= T(A) costuma
chamar-se simétrico de A em relacdo ao eixo e. Tendo em atencdo que a palavra simetria estd reservada, em matema-
tica e em muitas outras linguas, para um conceito diferente — que é, de resto, o tema principal deste curso—, deve-
mos fazer esfor¢os para perder o habito de chamar simetria axial 4 transformacgéo reflexdo. O ponto A= T(A) deve
chamar-se o ponto reflectido de A por meio do eixo e (os ingleses dizem mirror e).

Se T € uma reflexdo, T-1 é a mesma reflexdo (perceba bem porque € assim!). Tem-se, naturalmente, T o T'= 1. A com-
posicdo T o T pode escrever-se T2. Se uma transformacgdo T verifica a condicdo T2 = I, dizemos que se trata de uma
involucdo. A reflexao € uma involugao, portanto.

Dilagao ou homotetia

Convengao: Se AB e CD sdo dois segmentos orientados sobre a mesma recta, convencionamos que a razdo AB/CD
— que significard sempre a razdo dos seus comprimentos, ou seja, um nimero real) € positiva ou negativa conforme
as orientagGes dos segmentos AB e CD sdo iguais ou opostas. A c

Uma dilagdo (homotetia) de centro O e razao k (nimero real) € a transformagao geométrica T que
faz corresponder, a cada ponto A de R?, um ponto A'= T(A) situado na recta OA e tal que OA7OA
= k . B| B

A transformagao inversa da dilagdo T € a dilagdo com o mesmo centro O e razao 1/k.

Semelhan¢a em espiral

Um outro tipo de transformacdes sdo as semelhancgas (transformagdes que preservam a razao das distancias). Neste
texto vamos apenas apresentar como exemplo de transformagao geométrica a semelhang¢a em espiral de que vamos dar
uma definicdo directa.

Sejam dados um ponto O, um angulo (orientado) O e um
ndmero real k. Seja D a dilagdo de centro O e razdo k e seja R
a rotacdo de centro O e angulo O.

A semelhanga em espiral S, de centro O, razdo k e angulo . € a
composi¢do de R com D, § = R oD. Isto é, sendo A um ponto
qualquer de R?, a semelhanca em espiral faz-lhe corresponder
o ponto A’ aplicando, em primeiro lugar, a dilacdo D a A, e em
seguida a rotacdo R a D(A). Isto é, A'= S(A) = R(D(A)). Pode
demonstrar-se que neste caso particular a composi¢do € comu-
tativa, pelo que podiamos aplicar primeiro R e depois D.

Na figura estd exemplificado o efeito de uma semelhanga em
espiral sobre um tridngulo ABC. A dilagdo de razdo k trans-
forma o tridngulo ABC no tridngulo A1B1C1, e depois a rota-
¢do de 40° transforma este tridngulo no tridngulo AB'C". Da .
figura intui-se que poderfamos ter primeiro efectuado a rota-
¢do e depois a dilagdo, sendo agora o tridngulo “intermédio”
A2B2C2.

Alongamento (stretch)

Tal como o exemplo anterior, o alongamento € um caso particular de um outro tipo de transformagdes geométricas em
R?, as afinidades. Chamamos alongamento a esta transformacdo geométrica designada pelos autores de lingua inglesa
por stretch ou strain. Fisicamente, podemos imaginar que o plano R? se reduz a um rectangulo de borracha FGHL

AB ¢ um segmento (a azul) fixo, e os lados FI e GH estdo a ser puxados para fora, segundo as setas a vermelho.
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As duas metades do rectdgulo sdo entdo estendidas uniforme- | B

mente, cada uma para seu lado do segmento azul (ver parte de P 4
baixo da figura). Os pontos do rectadngulo, como o ponto P, <« * >
afastam-se do segmento azul, tanto mais quanto mais longe estao
dele. Assim, a P vai corresponder um ponto P, situado na perpen- F A G
dicular ao segmento azul tirada por P. A posicdo de P’ pode ser I I B H "
determinada medindo a distancia de P ao segmento AB e multipli- TP P
cando-a por um factor positivo constante k (o factor ou coeficiente <« < T > >
de alongamento...) e marcando essa distincia a partir do segmento —
F' F A G G'

azul sobre a tal perpendicular (ndo representada na figura). Essa
constante k é a mesma para todos os pontos. O segmento AB fica
invariante (porqué?).

Se em vez do rectingulo imaginarmos o plano R?, e em vez do segmento AB uma recta AB sobre o plano, vemos
como, dado um factor k, podemos encontrar as imagens de todos os pontos de R*. Note-se, no entanto, que quando
definimos matematicamente o alongamento admitimos que o factor k pode ser positivo ou negativo. No caso negativo,
o ponto P ¢ transformado num ponto do lado oposto do segmento AB, o que deixa de corresponder a imagem fisica do
“alongamento”.

Vejamos entdo como pode ser definida formalmente a transformacao geométrica alongamento, exemplo de uma afini-
dade.

Sdo dados uma recta AB em R*e um nimero real k. O alongamento T, definido por AB e por k, € a transformagdo que
envia (isto &, faz corresponder) qualquer ponto P de R? no ponto P' determinado da seguinte forma:

* traga-se por P a perpendicular p a AB e obtém-se a sua intersec¢dao O, com AB;

* determina-se sobre p o ponto P'tal que OPP'/OPP =k.

Os pontos da recta AB sdo fixos para esta transformacao.

Inversao

A inversdo é uma transformacao geométrica que tem particularidades que a distinguem muito das anteriores.

Seja dada uma circunferéncia ¢ com centro num ponto O e raio r. Seja P um ponto qualquer de R?, com excep¢do do
ponto O. A inversdo T, associada a circunferéncia c, transforma P no ponto P, nas seguintes condigdes:

e P'é um ponto da semirecta OP;

e comp(OP).comp(OP") = r 2.

Existem diversas constru¢des geométricas do inverso P’ de P. A figura da direita mostra uma dessas constru¢des. Por O
tira-se uma perpendicular a semirecta OP e determina-se assim o didmetro DE. A recta DP intersecta a circunferéncia
no ponto F. E a recta EF intersecta a semirecta OP no desejado ponto P'= T(P) (por-
qué?).

Se tem estado a ler com atengdo este exemplo da inversdo, certamente notou que a inver-
sao ndo € uma transformacdo geométrica tal como foi definida no texto de apoio O1. Na
realidade, a inversao ndo estd definida no ponto O, e uma transformacio geométrica em
R?, tal como foi definida, deve ter valores para todos os pontos de R?! Logo, o espago

em que podemos definir esta transformacdo nio pode ser R?. A solu¢io adoptada &
ampliar o plano R*, com um ponto Q( um ponto a “distancia infinita”, impréprio), que
serd por definicdo a imagem do ponto O pela inversdo. Por outro lado, a imagem de Q
por meio da inversdo serd o ponto O.

Esse conjunto, obtido pela unido de R*com o ponto Q, é uma das formas de ampliar o espago R?>. Assim, a inversdo
serd uma transformagdo geométrica no conjunto R*J {Q}. Af, € biunivoca e sobrejectiva.
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